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INTRODUCTION 
Soit K un corps et 71 un groupe tini. Une reprhentation de 71 sur K est une 
classe d’isomorphisme de Krr-modules de type fini. Nous designerons par 
R(Kx) le groupe des reprhentations de TC sur K, obtenu comme quotient du 
groupe abelien libre sur les representations de 7c sur K par les relations 
[V@ V’] = [V] + [VI. P ar le theoreme de Krull-Schmidt [3], R(K?r) 
s’identitie au groupe abelien libre sur les representations de TZ sur K 
indkcomposabfes (sans facteur direct non trivial). 
Si i: F + K est une extension de corps, la correspondance V t-+ K OF V = 
i*(V) induit un homorphisme de groupes 
i,: R(Fn) + R(Kz) 
dit d’extension des scalaires. Si de plus [K : F] est fini, tout Kn-module peut 
etre considere par restriction comme un Frc-module, et ceci definit un 
homomorphisme de groupes 
i*: R(Klr) --f R(Fn) 
dit de restriction des scalaires. 
Soit G un groupe fini d’automorphismes de K de corps tixe F, operant sur 
R(Kz) par extension des scalaires. Nous nous proposons d’etudier la 
question de rationalitt suivante: “Sous quelles conditions me repkentation 
de n sur K invariante par G est-elle rtfalisable sur F?” 
Si R(K;rr)’ dtsigne le sous-groupe de R(Kr) forme des invariants sous 
faction de G, et si i designe l’inclusion de F dans K, notre question peut 
s’enoncer comme suit: “Sous quelles conditions a-t-on l’implication 
[ V] E R (Kn)’ z- [ V] E i* (R (Fn))?” 
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Darts une premiere partie, on montrera que la classe c(V) = 
End,,( WraWndd 9 d ans le groupe de Brauer, associee a toute represen- 
tation absolument indecomposable [V] E R(Kn)’ represente l’obstruction a 
rialiser V sur F. 
Dans une seconde partie, dans le cas ou K est de caractiristique nulle, on 
reliera cette obstruction aux operations d’Adams yp en generalisant le critire 
de Frobenius et Schur [5] qui donne une reponse complete pour le corps des 
complexes et la conjugaison complexe par un calcul sur le caractere de la 
representation. 
1. OBSTRUCTION DANS LE GROUPE DE BRAUER 
Si A est un anneau, nous noterons ,? le quotient de A par son radical. On 
verifie qu’un Kn-module V est indecomposable si et seulement si End,,(V) 
est une algebre a division (41. Un Krr-module est absolumenr indtkomposable 
si L OK V est indecomposable pour toute extension L de K. 
1.1. LEMME. Une reprhentation V de n sur K est absolument indkom- 
posable si et seulement si End,,(V) est une extension purement insiparable 
de K. 
Preuue. (*) Si L est un sous-corps commutatif de D = End,,(V) 
separable sur K, alors [2], 
End,,(L OK V) 2 L OK End,,(V) 3 L OK L 2 L x . . . x L ([L : K] facteurs). 
Comme L OK V est indecomposable, on en deduit L = K. On conclut en 
remarquant que D contient un sous-corps commutatif maximal qui est une 
extension separable de son centre [2]. 
(+) Soit L = End,,(V). 11 s&it de montrer que End,,(L 0, V) z L. 
Comme L est une tour d’extensions Li+, = Li[X]/(Xp” - a) ou p = car(K), 
a E Li avec L, = K et L, = L, il suffh de montrer que End, ,(L, OK V) z L. 
D’autre part, End,, JL , @ V> est un quotient de L 1 OK End,,(V) z L , 0, L. 
Entin, 
L, @)K L z L[ZJ/(Zp”) et L [Z]/(ZP”) z L. I 
1.2. LEMME. Soit i: F-+ K une extension galoisienne de groupe G fini et 
V une reprbentation de 71 sur K invariante sous l’action de G. Alors 
[V]Ei,(R(Fn))-i*[V]EIGI.R(Fn). 
Preutle. (+) i* o i, = 1 GI . id: R(Fn) -+ R(Fn). 
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(0 Le groupe G agit sur BoEG u*(V) par automorphismes semi- 
lintaires rc-tquivariants. Par un lemme classique [7, p. 201, BoeC o*(V) 2 
i*(w). Par suite, 
(GI+i*[V]=i* (0 o,[V])=i*oi,[W]=]G]. [W] 
osfi 
et done i*[V] = [WI. 11 s’ensuit que si i* [ V] = /G ] . [Xl, alors 
IGJ.i,[X]=i,oi*[V]=i,[W]=IGI. [VI. I 
1.3. Soit i: F + K une extension galoisienne de groupe G fini et V 
une representation absolument indecomposable de 71 sur K invariante sous 
Paction de G. Posons L = End,,(V). 
LEMME. Le groupe des automorphismes de L/F est isomorphe a G et le 
corps Jxe est isomorphe au centre de End,,(V). En particulier, si L = K, -__ 
End,,(V) est centrale simple sur F. 
Preuve. Comme i,oi*[V]=]G]. [VI, i*[V]=m[W] oti West un Fx- 
module indecomposable (injectiviti de l’extension des scalaires). De plus, 
i, [ W] = n[ V]. Par consequent, en posant D = End,,(W), 
K OF D z M,(L). 
En considerant les centres, L/F est la composie de K/F et de Z(D)/F. 
Comme L/K est purement inseparable, L/Z(D) est galoisienne de groupe G, 
et Z(D)/F est purement inseparable. 1 
TH~OR~ME (Obstruction dans le groupe de Brauer). La classe c(V) de 
End,,(V) dans le groupe de Brauer de LG est l’obstruction h realiser V sur 
F. 
Preuve. D’une part, 
~- 
i*[V]=m[W]oEnd,,(V)gM,,JD). 
D’autre part, K OF End,,(V) z M,,,(End,,(V)). Par consequent, 
m2 dim,(D) = /G]’ dim,(L). 
Par le lemme, c(V) est triviale si et seulement si D = Z(D), c’est-a-dire 
dim,(D) = dim,(L), 
done si et seulement si m = ] G ]. On conclut par le lemme 1.2. a 
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1.4. On peut donner une forme cohomologique a l’obstruction 
definie sous 1.3 de la maniere suivante. 
Pour tout u E G. on choisit un isomorphisme f,: a*(V) 2 V. On definit 
c(f): G x G + L’; (u, r) + A,,, 
oti les A,,, sont determines par les equations 
fo o u*(f,> of ,’ = LT., dans L. 
On verifie immediatement que c(f) est un 2-cocycle dont la classe de 
cohomologie dans Zf’(G; L’) est independante du choix des f,. 
D’autre part, I’application canonique est un isomorphisme de F-espaces 
vectoriels 
@ Hom,,(a,(V), V) 
UGG 
(si g, E Hom,,(u,(V), VI, iu(g,,) = g, 0 1, OU 1,: V-, a*( V) est 
l’automorphisme semi-lineaire induit par I’identite de V). 
En effet, on verifie que ,U est injective par le theoreme de l’independance 
des automorphismes, et les deux membres ont meme dimension sur F. Enfin, 
la donnee des f, definit un isomorphisme d’algebres 
i" 0 Hom,,(cdV), V)):A(c(f)) ( UEG 
ou A(c(f )) est le produit croisi sur LG associe au 2-cocycle c(f ). 
En r&umP, les classes c(V) et c(f) se correspondent uia l’isomorphisme 
A: H’(G; L’) r Br(L/L’). 
1.5. Remarque. Si det(V) est la representation de dimension 1 de rr sur 
K definie par CY . 1 = det(a: V+ V) e 1, cz E rc, on vtritie facilement que 
c(det(f )) = c(f)” ou n = dim,(V). Par consequent, l’ordre de c(V) dans 
Br(L/L’) divise dim,(V) car toute representation de dimension 1 est 
realisable sur le corps fixe. 
Si la caracteristique de K est nulle, I’obstruction c(V) est a valeurs dans 
Br(K/F). De plus, si K est un corps de nombres, par [ 1, p. 1491, l’ordre de 
c(V) dans Br(K) est egal ti l’indice de Schur mF( V) (plus petit entier k tel 
que k[ V] soit rialisable sur F). Si de plus K est un corps de decomposition 
de rc, une representation E de rr sur K est realisable sur F si et seulement si 
mF(Ei) divise la multiplicite (E, Ei) de tout facteur (absolument) irreductible 
Ej de E. Ce dernier point se gineralise en toute caracteristique comme suit. 
394 CHARLES KRATZER 
1.6. LEMME. Soit i: F -+ K une extension galoisienne de groupe G et E,, 
1 ,< k < s une famille de representations indecomposables de T sur K sur 
laquelle G agit transitivement. Soit H,= {CJE G;a,[E,] = [E,]} le 
stabilisateur de E,. Alors m Ci =, [Ek] est realisable sur F si et seulement si 
m[E,] est realisable sur Fix(H,) = F,. 
Preuve. Tout d’abord, si E= @i=, E,, i*[E] =n[W] oti W est 
indecomposable, car G agit transitivement sur les E,. 
(-z) Par le lemme 1.2 applique a K/Fix(H,), 
i*(m[Ekl) = rkl WI oti 1 H,I divise rk. 
De plus rk = r, par un calcul de dimension, done 
i*(m[E]) = ;T 
kyl 
i*(m[E,l) = IGIH,I r,[W 
et E est rialisable sur F par le lemme 1.2. 
(3) Si j,: F, + K, j,*(m[E, 1) = s,[ W,] et W, n’est pas un facteur 
indecomposable de jf(x:sk.=z m[E,]). Comme E est rtalisable sur F,, 1 H,l 
divise s, et E, est rtalisable sur F, (lemme 1.2). 1 
1.7. Remarque. 11 suit immediatement de ces considerations que si K est 
un corps tini et G un groupe d’automorphismes de K de corps fixe F, alors 
toute representation V d’un groupe fini rt sur K invariante sous l’action de G 
est realisable sur F. 
1.8. Pour une extension K/F galoisienne de groupe G et une 
extension L/K purement inseparable donnees, on peut se demander quelle 
partie du groupe de Brauer Br(L/L”) est atteinte par le cocycle d’obstruction 
dttini sous 1.4 en faisant varier le groupe 7c et la representation V de rc sur K ~- 
sous les conditions End,,(V) z L et [I-‘] E R(Kn)‘. En caracteristique nulle, 
l’image est formee de la partie de Br(K/F) apparaissant dans la decom- 
position des algebres Fx; c’est le sous-groupe de Schur qui est en general 
distinct de Br(K/F) [9]. En caracteristique positive, il resultera de la 
proposition suivante que l’image est Br(L/L’) tout entier. 
PROPOSITION. Si car(F) =p > 0, alors pour tome F-algkbre a division D 
de dimension Jinie sur F, il existe un groupejmi 7c et une representation W de 
7c sur F telle que End,,(W) ? D. 
Preuve. Soit { 1 = u,, u, ,..., u,) une F-base de Do (algebre opposee de 
D), n=C,x .. . X C, le produit de m facteurs du groupe cyclique d’ordre p 
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de gtkkrateurs (si, 1 ,< i < m. On munit le F-espace vectoriel W de base 
{-yi,-ri ; 1 < i, j < m} d’une structure de F7c-module par: 
Uk(Xi) = xi + qvi) = xj + CT u$?;., 
,r, 1 <i,k<m 
a,(r’i) =Jji 
ou les ujki E F, 1 < i, j, k < m sont determines par la multiplication de Do 
u/( . ui = zqUi) = f u$dj. 
j=I 
Soit U le sowFn-module de W engendre par les yi, 1 < i < m. La 
multiplication uj. yi = Cj(ri) fait de U un Do-module isomorphe a Do. 
D’autre part, U = (ok - l)(W), 1 < k < m. On en deduit que l’image de 
l’homomorphisme de restriction 
,u: EndP,( W) --t End,,(U) = End,( 0’) 
est End,,(U) z D par verification directe. Enfin, on constate que Ker@) est 
un ideal nilpotent car, si fE Kerb), 0 =f(U) = (a, - l)f( W); done f(W) 
est contenu dans Ker(a, - 1: W+ W) = U et par suite Ker@)’ = 0. 1 
2. G~N~RALISATION DU CRIT~RE DE FROBENIUS ET SCHUR 
Dksormais, nous ne considkrons plus que des corps de caractbistique 
ze’ro. Dans ce cas, il y a equivalence entre representation indecomposable et 
reprtsentation irrtductible. 
Le produit tensoriel sur K de deux reprtsentations V et W de 7c sur K. 
muni de l’action diagonale du groupe 71 induit une structure d’anneau 
commutatif sur R(Kn) compatible avec l’extension des scalaires et la 
restriction aux sous-groupes. On notera A”( V) la m-ikme puissance extPrieure 
de V. En posant [A”(V)] = 1, on montre facilement [7] que les opirations 
,I”‘, m entier positif, satisfont aux conditions suivantes 
(i) A’(x) =x. 
(ii) Am(, fy) = CYo A’(X) . A’“-‘(Y). 
En introduisant les skies formelles 
l,(X) = + Ai t’ 
d 
et 
,Tl 
v-,(-u) = --t - Oog(&(x))), dt 
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on ditinit une suite d’operations vk: R(Kn) --t R(Kn), k > 0, appelees 
operations d’Adams au moyen de la formule 
IyJx) = 5 (-1)’ i+/‘(x) t’. 
i=l 
On verifie immediatement que les operations d’Adams tyk sont des 
endomorphismes du groupe R(Kz), que V’(X) =x, et que si dim,( l’) = 1, 
alors w”[ V] = [VI”. 11 s’ensuit que si ,Y~ est le caractere de V et vk(XIz) le 
caractke (virtuel) de w”[ V], alors [7], 
vk(Xd@> = Xv(~k)~ a E 7-t. 
Les operations d’Adams v/~ verilient encore des propriitis plus strictes, 
notamment [ 71 
(i) vk est un endomorphisme d’anneau; 
(ii) t,uk o I#’ = IJJ’ o vk = vkh: R(Kn) + R(Kn). 
Soit i: F + K une extension galoisienne de groupe G fini et V une represen- 
tation de 7c sur K invariante sous l’action de G. Nous dirons que V est G- 
imprimitive si i*(V) est imprimitive, c’est-i-dire s’il existe une ditcomposition 
non triviale 
i*(V)? W, (3 . . . @ CV, 
en EndF,(V)-modules telle que rc permute les Wi. S’il n’existe pas de telle 
decomposition, V est dite G-primitive. Si V est G-imprimitive, alors V est 
imprimitive, et par consequent Vr Ind:,(K@, W,) oti rr, = (U E rc: 
a . IV, = IV, } [3]. D’autre part, si V est de plus absolument irreductible. 
alors c(V) = c(K OF W,) [8, p. 2431. 
Par reduction aux representations primitives, Roquette (81 montre 
2.1. PROPOSITION. Soit z un 2-groupe, V une representation absolument 
irreductible de TC sur K invariante par un groupe fini G d’automorphismes de 
K de corps j?xe F. A Iors 
(i) V est realisable sur F sauf peut-$tre si p = 2. 
(ii) Si p = 2 et si V est de plus G-primitive et fiddle, alors V est 
realisable sur F sauf si n est un groupe de quaternions generalist% 
Q2”+, = (x,I’;xp-’ =y-‘,x2 =y2”-‘,y2” = 1 j, 
auquel cas V est realisable sur F(v/=i-). 
n > 2 
2.2. PROPOSITION. Soit T un 2-groupe et V une representation 
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absolument irreductible de 71 sur K invariante par un groupe fini G 
d’automorphismes de K de corps fixe F. Alors V est realisable sur F si et 
seulement si l’une des deux conditions suivantes est realisee 
(i) -1 est une somme de deux car& dans F; 
(ii) il existe sur V une forme biline’aire sq’metrique non degeneree TC- 
equivariante. 
Preuve. (c) Si -1 est une somme de deux carris dans F, on peut 
supposer que V est G-primitive. Par [6, p. 1941, on verifie que V est 
realisable sur F car -1 est une somme de deux car& dans F si et settlement 
si -1 est une norme de F(\/-l)/F. 
S’il existe sur V une forme bilineaire $ symttrique non degeniree 
equivariante, on peut supposer que G est le groupe de tous les 
automorphismes de K laissant V invariante. La don&e de 4 equivaut a celle 
d’un isomorphisme f: V --) V * = Hom,(V, K). Or V* est isomorphe a a*(V) 
ou u est induit par la conjugaison complexe. Par consequent, on peut 
supposer que V est G-primitive. Pour conclure, on verifie qu’une represen- 
tation absolument irreductible et fiddle du groupe des quaternions generalises 
ne Porte pas de forme bilintaire symetrique non degeneree equivariante. 
(+) 11 suffit de considerer le cas ou V est G-primitive et fiddle. Si -1 
n’est pas une somme de deux car& dans F, alors rc n’est pas un groupe de 
quaternions generalists. On verifie alors que V est realisable sur le corps des 
reels en discutant les cas possibles selon (8. p. 245 1. II s’ensuit que V Porte 
une forme bilineaire symetrique non degeneree equivariante. 1 
Comme V@ VY o’(V) @ 1’(V), oti a’(V) est la 2-ieme puissance 
symetrique de V. on a 
w’[V] = ]vg V] -2A’(V] =u2[V] A’[V]. 
I1 s’ensuit qu’une representation absolument irreductible V Porte une forme 
bilineaire symetrique non degenirte equivariante si et seulement si 
(w’(V), I>= 1 
ou 1 designe la representation triviale de 7c sur K. Traduite dans ce langage, 
la proposition 2.2 devient 
2.3. COROLLAIRE. Soit TL un 2-groupe et V une representation 
absolument irrhductible de IT sur K invariante par un groupe fini G 
d’automorphismes de K de corps&e F. 
(i) Si (w’(V), 1) > 0, alors V est realisable sur F. 
(ii) Si (y’(V), 1) = --I, 1 a ors V est realisable sur F si et seulement si 
-1 est une somme de deux carrb dans F. 
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On peut maintenant enoncer un critere generalkant celui de Frobenius et 
Schur aux representations absolument irrtductibles de groupes nilpotents. 
2.4. TH~OR~ME. Soit 71 un groupe nilpotent et V une representation 
absolument irreductible de T sur K invariante par un groupe 
d’automorphismes de K de corps Jixe F. Designons par n2 le 2-sous-groupe de 
Sylow de n. 
(i) Si (yZ(Res,z(V)), 1) > 0, alors Vest realisable sur F. 
(ii) Si (yt”(Res,,(V)), 1) < 0, alors V est realisable sur F si et 
seulement si -1 est une somme de deux carres dans F. 
Preuve. On decompose rt 2 rr, x rt2 ou rr2 est le 2-sous-groupe de Sylow 
de 7~. Comme V? V, @ V, ou Vi est une representation absolument irriduc- 
tible de rti, 
Res,*[ V] = dim,( V,) . [V,]. 
De plus, dim,( V,) est impair, et comme VI est realisable sur F( vq), on en 
deduit que V est realisable sur F si et seulement si Res,,[ V] I’est, car V, est 
realisable sur F. L’assertion resulte alors du corollaire 2.3. 1 
11 est interessant de noter que ce critere ne se generalise pas aux represen- 
tations non necessairement irreductibles de groupes nilpotents. I1 existe des 
contre-exemples tant au point (i) qu’au point (ii) (traduits en termes de 
formes bilineaires). 
Nous allons montrer un critere de rationalite pour les representations 
absolument irreductibles tideles de groupes metacycliques 1 --$ C, + z + 
C,+ 1 en termes d’operations wp qui nous permettra de retrouver le critere 
de Frobenius et Schur comme cas particulier. 
2.5. TH~OR~ME. Soit n’ Q IT un sous-groupe normal cyclique d’ordre m 
de n tel que n/n soit cyclique d’ordre premier p et s’injecte dans Aut(n’). On 
suppose que K est le corps cyclotomique des racines m-iemes de I’unite. Soit 
V une representation (absolument) irreductible fiddle de TZ sur K et G le SOUS- 
groupe (cyclique Sordre p) des automorphismes de K de corps fixe F laissant 
V invariante. Alors V est realisable sur F si et seulement si (I@‘(V), X) > 0 
pour au moms une representation X de dimension 1 de IT sur K a valeurs 
dans les normes NK,,F(K’). 
Preuae. Tout d’abord, V z Ind:,( W) ou W est une representation de 
dimension 1 fiddle de z’ sur K et G s’identifie a II/Z’ [6, p. 1931. Soit 
8: rt’ -+ K la representation W, et soit y un representant dans I[ d’un 
generateur de rt/z’ d’ordre pk. Par [6, p. 1941, I/ est realisable sur F si et 
seulement si O(rp) E N,,,(K’). 
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(+) On d&kit une reprksentation X de dimension 1 A valeurs dans les 
normes N,!,(K) comme suit: 
(P++W”) si /?E7~-7r’ 
Si /3 E 7c - x’, $‘@)(/I) =xUV’) = dim,( V) . &j?‘) =phJp) oti x est le 
caractke de V. Par conkquent 
x(pp) . X(/-l) = x(/3”) . OweP) = dim,(V) = 1 x/i? ( 
et par suite 
Estimons x,,,,, ~(a”) . X(a -‘) = (WP(Res,,(V)), Res,.(X)) . 171’1. Comme 
Res,,( V) est une somme de representations de dimension 1, vP(Res,,(V)) 
Vest aussi. done C,,,, x(u”) . X(a -‘) > 0. I1 s’ensuit que 
(ly”(V),X)>p- 1. 
(c) Montrons que si V n’est pas rkalisable sur F, alors (w”(V), Y) < 0 
pour toute reprksentation Y de ?r sur K de dimension I g valeurs dans les 
normes N,:,(K'). 
Soit ITS be sous-groupe de 71’ engendri: par les q-sous-groupes de Sylow de 
x’, q #p. sur lesquels n/n’ agit trivialement. On vtrifie que 71 Z 71, X x2. 
done V 2 V, 9 Vz et Y 1 Y, @ Y?. Comme v/P est multiplicative, 
lvP(V, 0 r/z,1 = lv”(V,)J . [v”(V,)l. 
Par constquent, 
(l@(V), Y) = (y”(V,). Y,j ’ (ljP(V2). Yzji. 
Comme dim,( V?) = 1, [IJI”( V,) 1 = [ Vz Ip, done (wp( C’>). Yz> > 0. Par suite 
et d’autre part, I/ est rialisable sur F si et seulement si V, Vest. On suppose 
dtsormais que n/n’ agit non trivialement sur tous les q-sous-groupes de 
Sylow de rr’, q fp. 
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En dtsignant par C’ la partie de la somme Cpl 1 oli (i,p) = 1, il s’agit de 
calculer 
“ &‘“) . Y(y -i). 
Posons E = B(yp) . Y(y-I). Comme y est d’ordre pk, E est d’ordre p” avec 
1 < h < k (si h = 0, e(yp) = Y(y) E NKIF(K’) et V serait rtalisable sur F [6, 
p. 1941). 
~‘x(y’“). qy-i)=p~‘e(yip). Y(y-‘)=p-’ Ei =pk-h+ lpu(ph) 
oti ,U est la fonction de MGbius. Comme ,u(p’) = 0 si s > 2 et p(p) = -1, on 
en diduit le lemme 1. 
LEMME 2. &,,-.MP)~ YW’)< 0. 
On dkompose 71 en classes i droite module le sous-groupe cyclique (y). 
7r = Ll P * (7) avec /7 E 71/(y) = n’ . (l!)/(y) z 7c’/(y) n 71’. 
Comme 71’ 2 ~6 x 7~” oti ~6 est le p-sous-groupe de Sylow de TC’. 
7l= n a . S(y) avec a E 7~“. SE n;/(r) n 71’. 
Par consiquent, 
7c - 7c’ = u a . S((y) n (7c - 7c’)), u E d1, S E 7q(rj n ~1. 
Si p = a6yi, avec (i,p) = 1, alors pp = N(a) . N(6) . yip. De plus N(a) = 1, 
car u est d’ordre premier A p et invariant par conjugaison par 7. De mime 
Y(a-‘)= 1. Done, 
= B(N(6)) . Y(6 - ‘) Bt(il; _ 
T T’ 
) xc13”). YW’). 
Si r ude(Bn(n-r,) xJIp) . Y(p-‘) = 0, il n’y a rien i montrer. Sinon, comme le 
calcul ci-dessus ne dkpend que de la classe de 6 dans x;/(r) f7 x’, la 
reprtsentation 
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est triviale sur (y) f-7 71’. C’est done l’image dune representation v de 
z;/(y) n rr’ et par consequent, 
1g(y)m-’ Y- 
6En’zQnn 
8(N(6)) . Y(S ‘) = (v, 1) > 0. 
P 
Le lemme 2 resulte alors du lemme 1. 
LEMME 3. C,.,s&zP). Y(a-‘) < In(. 
Dans le corps des complexes, comme ~(a~) est somme de p racines de l’unite, 
Map) * y(a-‘)I <P pour tout a E x’. 
Done C,,,, x(ap). Y(a-‘)<p~1z’/=lzl. P our obtenir l’idgalite stricte, 
on veritie qu’il existe a E rc’ tel que x(a”) . Y(a-‘) fp: si rc est un p-groupe, 
alors comme V n’est pas realisable sur F, il s’ensuit que p = 2, et que z/z’ 
agit par a I--t a-’ sur T’. Soit a E z’ tel que a2 # 1. Alors ,y(a’) . Y(a-‘) = 
x(a’) f 2. Si 71 n’est pas un p-groupe, il existe a E TZ’ d’ordre premier a p; par 
consequent, x(a”) . Y(a-‘) = x(a”) fp. 
Par les lemmes 2 et 3, on obtient 
(w”(V). Y) < 1, done (u/“(V), Y)<O. 1 
2.6. THI~OR~ME. Soit TT un groupe jki d’exposant m, K le corps 
cyclotomique des racines m-idmes de l’unite’ et V une reprtkentation 
(absolument) irrkductible de 7c sur K invariartte par conjugaison complexe. 
Alors V est rkalisable sur le corps fi.ue si et seulement si (y’(V), 1) = 1. 
Preuce. (+) Si par l’absurde, V n’est pas realisable sur F, il existe un 
sous-groupe non abelien 75 de rr de la f’orme 1 + C, --) 75+ C, + 1 et une 
representation irreductible W invariante par conjugaison complexe et 
apparaissant avec une multiplicite impaire dans Res+(V) qui n’est pas 
realisable sur F [6, p. 1921. Comme (W, Res,(V)) est impair, on a 
(I$( W), 1) = 1 contredisant le theoreme 2.5. 
(d) Si V est realisable sur F, V est realisable sur le corps des reels, 
done (y’(V). 1) = 1. I 
Ce critere se generalise immediatement aux representations non 
necessairement irreductibles. 
2.1. COROLLAIRE. Soit 71 un groupe fini d’exposant m, K le corps 
cyclotomique des racines m-Gmes de l’unite’ et V une reprbentation non 
ntkessairement irrkductible de 7c sur K invariante par conjugaison complexe. 
.4 lors V est rkalisable sur le corps fixe si et seulement s’il existe sur V une 
forme bilinkaire sj’me’trique non dPgt!nnPrPe kquivariante. 
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